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El grupo fundamental. Preliminares o

Sea X es un espacio.topolégico y sean xo, X1 € X. 0 ‘///§ X1
Consideramos el conjunto de todos los caminos o : [ = [0, 1] — X -‘

de xp a x; (a partir de ahora, / denotara el intervalo [0, 1]).

Consideramos la relacién de homotopia (rel.{0,1}) entre esos

caminos, que sabemos que es una relacién de equivalencia. p#a
Si a es un camino, denotaremos su clase de equivalencia por

[a] ={y: 1 — X | a~~y(rel{0,1})}.

Sean ahora xp, x1,x € X. Seaa: |/ —> X uncaminoen X de xpa x;,yseag: 1l — X

un camino en X de x; a xo. Q g
Sea ax 3 : 1 — X dada por /\/\;(2
1
a(2s) si0<s< - Xo 1
ax f(s) = 1 2 . y
B(2s — 1) si§§s§1 axf3

Se tiene que a * 3 esta bien definida, es continua y a * 5(0) = xq, o x B(1) = x,.

Por tanto, es un camino de xg a x, en X que llamamos producto de a y .
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Lema. Sia 2 o' (rel{0,1}), y B w S’ (rel.{0,1}), entonces a * 3 L o % B donde

, 1 Q 6]
H'(2s, t) si0<s<;
H(s,t) = 1 2 Xz

H"(2s —1,t) si 3 <s<1. Xo - X1 L

Asi, podemos definir [a] * [3] = [« * (], producto de clases de equivalencia.

Propiedades. El producto de clases de equivalencia de caminos cumple las propiedades
asociativa, existencia de neutro y existencia de opuesto.

Asociativa: Sean «a, 3,7 : | — X tales que «(1) = 5(0) y 5(1) = ~(0), entonces
[l # (18] ) = ([0] £ [8]) * [7] (& @ # (8 %7) ~ (a % 8) 7 (rel.{0,1})), donde

a(2s) si0<s< % a f o
ax*(B*y)(s)=< B(4s—2) si é <s<3  son hométopas
v(4s—3) si; <s<1 mediante la ol x .
, 0| x1 2 |x3
a (4s) si0<s< % Zorro?opla H
(a*xB)xv(s)={ B(4s — 1) si%ﬁsgi e la figura #
¥(2s—1) si; <s<1 a B 7 2/18
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Asociativa (cont.): Para obtener la expresion de H observamos que la recta entre o y

X0

a p x 6est:45—1(@s:%l)ylaqueseparaﬁyfyest:4s—2
&5 = t+2 . Asi, fijado t, H(t,s) depende de « en [0, 1], de
4
en [ t’f} y de v en [H2 1]

X X .
! 2 Fuado t para que «f(s) recorra el camlno completo o para s € [O, %1]
habria que hacer el cambio s — t+1' para que 3(s) recorra el camino
o B fy completo 3 para s € [%1,%2} habria que hacer el cambio s —
4s — (t + 1), y para que (s) recorra el camino completo ~ para
s € [£2,1] habria que hacer el cambio s — (5%;)s — 552 = 42,
Asi quedaria ) En general, el producto de n
o ( ) si0<s< t+2 caminos [aq] * [ap] * -+ * [a,] es
1+t fiq 4 o independiente de como se agrupen,
H(s,t)={ B(4s —t—1) si + <s< t+e y se puede definir bien tomando
4s — t—2\  tiD 4 ap k ap * ...ap(s) = ai(s) si
7( 5 >SI Z <s<1 s € [E2, 4] (dividiendo [0,1] en
. - intervalos iguales), bien tomando
paréntesis como convenga. ¥
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Existencia de neutro: Si x € X, sea ¢, el camino constante ¢, : | — X dado por
cx(t) = x para todo x € I. Sea a : | — X tal que a(0) = xo, (1) = x1. 4

Entonces [a] * [¢y,] = [@] mediante la homotopia
2 1+t
« —5> si0<s< L
cuya expresion es H(s, t) = 1+t 14t 2 X0 X1 X1
X1 Si <s<1
Andlogamente [c,] * [a] = [a]. o 1
Existencia de inverso: Dado v : | — X tal que a(0) = xp, (1) = xq, sea @ : [ — X
dado por a(s) = a(1l —s). X0
Entonces [a] * [@] = [cy,] mediante la homotopia cuya expresidn
( t 1
a(2s —t) si-<s<=
% 2 ; X0 Va X0
es H(s,t) =< a(2—2s—1t) si§§s§1—§
t ,2—t > =
X0 si0§s§§c’> > <s<1 @ @

Como [a] = [02] también se cumple que [a] * [a] = [cy]- 4/18
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Sea X un espacio topoldgico y Xy un punto de X. Un camino en X que comienza y acaba
en xp se llama lazo basado en xp. El conjunto de las clases de homotopia de caminos
asociadas a los lazos basados en xp, con la operacidén * tiene estructura de grupo y se
denomina grupo fundamental de X relativo al punto base xp. Se denota por (X, xp).

Ejemplos. a) Si X = {a}, n(X, a) = {[c.]} (grupo trivial).

b) Si X =R", 7(R", x0) = {[cx]} pues todo lazo basado en

Xo es hométopo (rel.{0,1}) al camino constante ¢,,. <

c) Si X = R*\{(0,0} y xo = (1,0), entonces el lazo

a : | — R?\{(0,0} dado por a(t) = (cos2rt,sen2rt) x = (1,0)
intuitivamente no es hométopo (rel.{0,1}) al lazo constante

Co -

Se dice que X es simplemente conexo si es conexo por caminos y 7(X, xo) = {[cx]}-
Ejemplo. R" es simplemente conexo.

Observacion. Si X es contractible, X es simplemente conexo.
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El grupo fundamental de S!
Teorema. Sea S! la circunferencia unidad y sea xo = (1,0) = 7(S%, x) ~ Z.

Demostracion. Para todo n € Z, consideramos el lazo o, : | — S* basado en x; dado
por a,(t) = (cos2mnt,sin 2wnt).

Entonces m(S*, x) = {[an] | n € Z}, pues: ot
i) Si m # n entonces a,, % ap,.
ii) Si « es un lazo basado en xj existe n € Z tal que X0 = (1,0)

a~ a,(rel.{0,1}).

(ver las dos siguientes transparencias).

Ademds, la aplicacién ¢ : w(S*(1,0)) — Z dada
por ¢([an]) = n es un isomorfismo de grupos, pues
[avm] * [an] = [ovm * atn] = [vmsn]-

Por tanto 7(S%,(1,0)) es ciclico infinito y estd generado por
el lazo o;.
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_ VoW Vg W Vi, WiV
Demostracién (cont.). Sea p: R — S! dada = | |

por p(t) = (cos2rt,sin 2mt). ol 0 ! 2
Sean Uy = {(cost,senf) | -3¢ < 97< 3 Ip

Uy = {(cost,sen0) | 7 <0 < T} N
abiertos de S! tales que: X0
- H(U1) = Upep, V" (con V= (n = §.n+ 7)) Us
unién disjunta de abiertos de R tal que V, plzv" U, P consiste en enrollar la recta real
para todo nZ. alrededor de S! de tal manera que

S p N Us) = Uz Wa (con W, = (n+ %7 n %)) los enteros se aplican todos en xp.
o : W
unién disjunta de abiertos de R tal que W, g U, para todo n € Z.

Vamos a ver que estas propiedades de p implican que:

- Dado o : | — S! un lazo en S! basado en xg, existe un camino & : | — R con
&(0) = 0 tal que pd = « (& es una elevacién de «).

- Si dos lazos en S! basado en xg son hométopos (rel.{0,1}) sus elevaciones también son
hométopas (rel.{0,1}). 7/18
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Demostracion (cont.). Dado a existen 0 = ty < t; < t, < --- < t, = 1 tales que
a([O, tl]) e Uy, Oé([tl, tz]) € Uy, CY([T.'Q, t3]) € Ul, e

Y | | - |

| | |

I
1 0 1 2

Consideramos a/jo ], como p|y, es homeomorfismo, existe

& :[0,t1] — R tal que &(0) =0y pd = o[, vp
Como a(t;) € Us, existe i € Z tal que &(t;) € W; y como uinb
plw; es homeomorfismo, & se extiende a & : [0, t,] — R

tal que pd = ajp,,). Y asi sucesivamente. Uz Uy
Asi obtenemos & : | — tal que @(0) = 0, pa = «, y

&(1) € Z. Se puede ver que & es dnico. Uin s

En particular, a,(t) = (cos2mnt, sin 2wnt) se eleva a &,(t) = nt (pues pa, = ).

Por otra parte, si a < 3 (rel.{0,1}), se puede probar (elevando H) que & ~ (3 (rel.{0,1})
y por tanto &(1) = f(1).

Ya estamos en condiciones de probar i) v ii).

i) Si « es un lazo en S* basado en x, sea & su elevacién y sea n = &(1). Como R es
simplemente conexo & ~ @, (rel.{0,1}). Entonces a = & ~ pda, = «a, (rel.{0,1}).

i) Si a, ~ ay (rel{0,1}) = &, ~ &, (rel.{0,1}) = m = n.
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Independencia del punto base

Teorema. Si X es conexo por caminos, y Xo, Xx; € X, entonces 7(X, xg) >~ m(X, x1).
Demostracion. Sea v un camino en X de xg a x;.

N _
Sea 4 : m(X, xo) — 7(X, x1) dada por Y

8
3((al) = 1+ [o] + ] = [7 @ ], OX/\X
Entonces 4 esta bien definida y es un isomorfismo de grupos.
e Es un homomorfismo porque si a, 8 € (X, x0):
Aled) * A(181) = (191 * ([ed * [7]) = ([3) = [81) = [¥])
= (7] = [a] = (vl = (71) = [B]) = 0]

= [a] * 7] * [eo] * [B] * [a] = [7] * ([o] * []) * [7] = A([e] + [5])
e Es un isomorfismo, porque si = 7, entonces 7 : (X, x1) — 7(X, %) es la
inversa de 4, pues, si o € m(X, xp):

A(3([el)) = A3 = [od * [¥]) = [7] * (7] * ([a] * [Y]) * [n]
= (v 91 * [a] + (D)) + 7) = [a]
y, andlogamente, 4(7([A])) = [A], si 5 € (X, x1).

Observacion. Si X es conexo por caminos podemos poner 7(X) sin especificar el punto,
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Homomorfismo inducido
Si f: X — Y cumple que f(x9) = yo lo denotaremos por f : (X, x) — (Y, ).

Dada f : (X, x) — (Y, %) continua, sea f, : m(X, xo) — (Y, yo), dada por
fu(la]) = [fal.

Entonces:

o f, esta bien definida, ya que si a ~ [ (rel.{0,1}), entonces fao ~ f 3 (rel.{0,1})
@ f, es un homomorfismo porque

fulax B]) = [F(ax B)] = [(fa)  (FB)] = [Fa] « [f 5] = £.([a]) = £([B])-

A f, se le denomina homomorfismo inducido por f.

Propiedades. a) Dadas (X, xo) LN (Y, y0) % (Z, z) continuas = (gf), = g.f..
b) Si ldx : (X, x) — (X, X0) es la identidad = (ldx). = ldr(x x)-
Demostracion. a) Dado [o], g.(f([a])) = g:([fa]) = [gfa] = (gf )«([a]).

b) Dado [o], (ldx).([a]) = [ldx o] = [a].
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Teorema. Si X ~ Y (homeomorfos), entonces 7(X) ~ 7(Y).

Demostraciéon. Sea f : X — Y es un homeomorfismo entre X e Y yseag: Y — X
su inversa. Sea xp € X y sea yp = f(x) € Y.

Entonces £, : m(X,x) — 7(Y,y0) es un isomorfismo con inversa g, : 7(Y,y) —
g*f* — (gf)* — (IdX)* - IdTr(X,Xo)
f*g* — (fg)* — (IdY)* — |d7’|’(Y,y0) .

(X, x0), pues

Observacion. En este caso, no solo g.f.([a]) = [a], sino que gf(a) = « para todo

camino «. Por otro lado, el teorema implica que f ha de mandar lazos homotépicamente
nulos (como «) en lazos homotdépicamente nulos.
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Teorema. Si X ~ Y (hométopos), entonces 7(X) ~ (Y.

Demostraciéon. Sean f : X — Y, g: Y — X tales que gf ~ Idx y fg ~ Idy.
Seanyo €Y, xo=8g0) X, n=~f(x1)€eYyx=gh)eX.

Entonces (Y, yo) == (X, xo) AN (Y, y1) £ 7(X, x). Se tiene:

- gof. : m(X,x0) — (X, x1) y se puede ver* que existe v camino en X de xp a x; tal
que g.f. =4 = f, es sobreyectiva (por ser 4 es biyectiva).

- g (Y, %) — 7(Y,y1) y se puede ver* que existe  camino en Y de yp a y; tal
que f.g. =7 = f, es inyectiva (por ser 4 es biyectiva).

Por tanto, f* es isomorfismo.

*Los caminos v y 7 se obtienen a partir de las homotopias entre gf e Idx, y entre fg e
Idy, respectivamente (ver transparencia siguiente). e
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gf
Demostraciéon (obtencién de v y 7). Veamos primero como obtener
camino en X de xg a x; tal que g.f. =4 (el caso de 7 es andlogo). Hols
Consideramos gf : (X, xp) — (X, x1) tal que gf ~ ldx.
Sea H una homotopia de Idx a gf.
Sea v : | — X dada por ¥(t) = H(xo, t), camino de xp a x1. ldx
Vamos a ver que 7 : (X, xp) — (X, x1) cumple que g.f. = 7.
gfa
Sea av: | — X un lazo en xp.
, Sea H': | x | — | dada por H'(s, t) = H(a(s), t). gfa
w H g / .
Entonces H' es una homotopia entre o y gf a.
a xi| vy H o |x
A partir de H' construimos H” : | x | — | homotopia entre Jay y gfa
(ver figura).
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Grupo fundamental de un producto de espacios.

Teorema. Dados X e Y espacios topoldgicos, se tiene
T(X X Y, (x0, ¥0)) = 7(X, x0) x 7(Y, y0)-

Demostracion. Sean p; : X x Y — Xy po - X x Y — Y las proyecciones y sean
(p1)s - T(X X Y, (X0, ) — 7(X, %), (p2)« : 71(X X Y, (X0, ¥0)) — 7(Y, y0)-
Sea ¢ = w(X x Y,(x,%)) — 7(X,x) x 7w(Y,w) dado por
o([a]) = ((p1)«([@]), (p2)«([c])). Entonces ¢ es un isomorfismo:

e Es sobreyectivo pues dado ([n],[v]) se tiene n x v es un lazo en X x Y tal que

w([n > v]) = ([l [V),

e Es inyectivo pues si o es un lazo en X x Y tal que [a] € kerp, esto implica que

H H’ HxH’

PLO ~ Cqy Y P20~ Cyy Y €NTONCES O~ Clxg.y0))-
Corolario. Si T es un toro, m(T) ~ Z x Z. ”
Si avy (3 son los lazos de la figura, m(T) ~ {(a™, 5") | m,n € Z}. -.
Si queremos ver los elementos de 7(T) como clases de lazos en T, B
estas clases estarian representadas por lazos de la forma o x 3".
Nétese que esto implica, por ejemplo, que v x 5 x o ~ v * o 3 (rel. {0, 1}).
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Ejercicios
Ejercicio 1. Sean X un espacio topolégico y sea r : X — A una retraccion. Sea a € A.
Demuestra que r, : m(X,a) — 7(A,a) es suprayectiva y que (iax). : m(A,a) —
7(X, a), donde is x : A — X es la inclusidn, es inyectiva.
Solucién: Como r es una retraccién, se tiene que rois x =Ildy: A — A.
Esto implica que r. o (iax)« = (roiax). = (lda). : 7(A) — 7(A).
Pero entonces r, ha de ser suprayectiva e is x ). ha de ser inyectiva.

Ejercicio 2. Prueba que un retracto de un espacio simplemente conexo es simplemente
conexo.

Solucién: Tenemos que ver que A es conexo por caminos y que 7(A) = {0}.

Como A= r(X) y X es conexo por caminos, X es conexo por caminos.

Como X simplemente conexo, 7(X) = {0}, y como r es retraccién, r, : 7(X) — m(A)
es suprayectiva. Por tanto w(A) = {0}.

Ejercicio 3. Demuestra que no existe una retraccién de B2 en S*.

Solucién: Como B? es simplemente conexo, cualquier retracto suyo también ha de serlo,

pero S! no lo es, pues 7(S') = Z.
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Ejercicios
Ejercicio 4. Prueba que no existe retraccién de deformacién de S* a uno de sus puntos.

Solucién: Si existiera una retraccién de deformacién de S! a uno de sus puntos se tendria
que S' ~ {p}. Contradiccién pues 7(S) = Z y n({p}) = {0}.

Ejercicio 5. Prueba que si f : D> — D? es un homeomorfismo, entonces f(S*) = S'.

Solucién: Veamos que f(S') C S'. Supongamos que existe x € S! tal que f(x) ¢ S*.

Entonces D, \ {x} ~ D?\ {f(x)} y por tanto m(D, \ {x}) ~ 7(D?\ {f(x)}).

Pero (D, \ {x}) = {0} pues D, \ {x} ~ {(0,0)}, mientras que 7(D?\ {f(x)}) = Z
pues D, \ {x} ~ S™.

Veamos ahora que f(D,\S*) C D,\S!. Supongamos que existe x & S* tal que f(x) € St.
Entonces D, \ {x} ~ D?\ {f(x)} y por tanto m(D2\ {x}) ~ (D% \ {f(x)}).

Pero (D, \ {x}) = Z pues D, \ {x} ~ S, mientras que 7(D?\ {f(x)}) = {0} pues
D\ {x} ~ {(0.0)}.

Como f es biyectiva, los dos contenidos anteriores implican que f(S*) = Sty f(D,\S!) =
D, \ S'.
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Ejercicios
Ejercicio 6. Para cada uno de los siguientes espacios, m(X) es {0}, Z o ZxZ.

Determinalo para cada espacio.
a) El toro solido B? x St b) El toro T sin un punto c) El cilindro S x [

d) El cilindro infinito S* x R e) {x € R? | [|x|| > 1} f) {x € R?| ||x]| > 1}.
Solucién: a) m(B? x S') ~ 7 pues se retracta con deformacién a la circunferencia
central.

b) (T \ {a}) ~ ZxZ pues se retracta con deformacién a S' v St.

c) m(S' x 1) ~ Z pues se retracta con deformacién a S*.

d) 7(S! x R) ~ Z pues se retracta con deformacién a S*.

e) m({x € R? | ||x|| > 1}) =~ Z pues se retracta con deformacién a S* (la circunferencia
de radio 1).

f) 7({x € R? | ||x|| > 1}) ~ Z pues se retracta con deformacién a la circunferencia de

radio 2.
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Ejercicios
Ejercicio 6 (cont.). Para cada uno de los siguientes espacios, 7(X) es {0}, Z o Z x Z.
Determinalo para cada espacio.

g) (xER| x| <1} h) (R, x{0hUS" i) (R, xR)US*

j) (Rx{0})us? k) R?\(Ry x{0}) U S 1) R*\(OX, UOY, UOZ,).
Solucién: g) 7({x € R? | ||x|| < 1}) =~ {0} pues es contractible.

h) 7((Ry x{0}) U S') ~ Z pues se retracta con deformacién a S*.
i) 7((Ry x R) U S) ~ Z pues se retracta con deformacién al conjunto {(x,y) € S? |
x <0}U ({0} x [-1,1]).
j) m((R x{0})US') ~ Zx Z pues se retracta con deformacién al conjunto S*U([—1, 1] x
{0}.

k) m(R?\ (R, x{0}) U S*) ~ Z pues se retracta con deformacién a S*.

1) 7(R*\(OX,UOY,UOZ,)) ~ ZxZ pues se retracta con deformacién a S>\{p, g, r} ~
D?\ {x,y} = R*\{x,y}.

Observacion. R, = [0,00) y (0,0,0) € OX,, OY,, OZ,.
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